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НОВІ ІНФОРМАЦІЙНІ ОПЕРАТОРИ В ЗАДАЧАХ ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЙ 
ДВОХ ЗМІННИХ 
Розглядається питання наближеного обчислення інтегралів від функцій двох змінних у випадку, коли інформація про функцію задана її слі-
дами на лініях, її значеннями в точках. Кубатурні формули будуються з використанням оператора інтерлінації з допоміжними функціями у 
вигляді кусково-сталих сплайнів. Отримано оцінки похибки наближення кубатурних формул. Наведено чисельний експеримент, який підт-
верджує теоретичні результати дослідження. 
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НОВЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ЗАДАЧАХ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 
Работа посвящена применению новых информационных операторов для построения кубатурных формул приближенного вычисления инте-
гралов  функций двух переменных. В статье рассматриваются кубатурные формулы вычисления двойных интегралов с использованием ин-
терлинации в случае, когда информация о функции задана ее следами на линиях, значениями функции в точках. Получена оценка погрешно-
сти приближения кубатурных формул на классе дифференцированных функций. 
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NEW INFORMATIONAL OPERATORS IN PROBLEMS OF NUMERICAL INTEGRATION OF 
FUNCTIONS OF TWO VARIABLES 
The thesis is dedicated to applying of new information operators for constructing cubature formulas of approximate calculation of integrals of func-
tions of two variables. The feature of the proposed cubature formulas is using the input information about function as a set of traces of function on 
lines, a set of values of the function at points. The theory of interlineations of functions is the most effective in this case. The estimate for error of cu-
bature formulas of approximate calculation of the integrals of functions of two variables was derived in case when the information about the function 
is its traces on perpendicular lines, a set of values of the function at some points. Cubature formula is constructed using the interlineation operator. A 
computational experiment confirming the validity of the theorem about the computational error is given. 
Key words: integrals of functions of two variables, cubature formula, interlineation of functions. 
Вступ. Питанню чисельного інтегрування функцій декількох змінних присвячено багато досліджень. До 
найбільш відомих класичних методів можна віднести метод центральних прямокутників, метод трапецій, фо-
рмулу Сімпсона та формулу Гаусса. Якщо проводити класифікацію цих досліджень в багатовимірному випадку 
за типом задання інформації, то при побудові кубатурних формул наближеного обчислення подвійних інтегралів 
інформація про функцію задавалась значеннями в точках. Чисельне інтегрування при різних інформаційних 
операторах розглядалося для швидкоосцилюючих функцій двох змінних. У випадку, коли інформація про функ-
цію задавалась її слідами на лініях, її значеннями в точках, були побудовані кубатурні формули наближеного 
обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних з використанням інтерлінації функцій. 
Однак для подвійних інтегралів такі методи детально не були розглянуті. 
 
Аналіз останніх досліджень. На даний час дуже багато досліджень в чисельних методах присвячено вико-
ристанню нових інформаційних операторів. Зокрема, в роботах [1 – 6] викладена теорія наближеного обчислен-
ня інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних з використанням операторів інтерлінації у випадку, 
коли інформація про функцію задана слідами функції на взаємно перпендикулярних лініях та значеннями функ-
ції в точках. Для наближеного обчислення інтегралів від функцій, зокрема і від швидкоосцилюючих функцій 
двох та трьох змінних, в [7, 8] викладений алгоритм побудови та досліджена якість кубатурної формули, яка в 
своїй побудові використовує сліди функції на оптимально вибраних лініях. В роботах [9 – 15] висвітлена теорія 
наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних з використанням операторів 
інтерфлетації у випадку, коли інформація про функцію задана слідами функції на взаємно перпендикулярних 
площинах, лініях та значеннями функції в точках. В [16] доведена оптимальність за порядком точності кубатур-
ної формули наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних з використан-
ням лагранжевої поліноміальної інтерфлетації та оптимальним вибором взаємно перпендикулярних площин. 
Нові інформаційні оператори (інтерлінанти та інтерфлетанти) можуть також бути використані при чисельно-
му інтегруванні функцій двох та трьох змінних. Так при досліджені питання наближеного обчислення інтегралів 
від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних загального виду у випадку різних інформаційних операторів 
першим кроком були роботи [17], [18], де досліджувались тригонометричні інтеграли від функцій двох та трьох 
змінних. Інформація про функцію задавалася відповідно її слідами на лініях та площинах; при побудові кубату-
рних формул використовувалися оператори кусково-сталої інтерлінації та кусково-сталої інтерфлетації. Питання 
ж наближеного обчислення подвійних та потрійних інтегралів з використанням операторів інтерлінації та інтер-
флетації не досліджувалось. 
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( , )I f x y dxdy= ∫ ∫ ,                                                                         (1) 
побудувати та дослідити кубатурні формули з використанням операторів кусково-сталої сплайн-інтерлінації. 
Інформація про функцію ( , )f x y  задається її слідами на лініях (рис. 1) та її значеннями в точках. На класі дифе-
ренційовних функцій отримати оцінки похибок наближення кубатурних формул. 
 
Кубатурні формули обчислення інтегралу від функції двох змінних на основі кусково-сталої сплайн-
інтерлінації. 
Означення. Під слідом функції ( , )f x y  на лініях 
/ 2kx k= ∆ − ∆ ,  / 2jy j= ∆ − ∆ ,  , 1,k j = ℓ ,  1/∆ = ℓ  
розуміємо відповідно функції однієї змінної: 






Рис. 1 − Сліди функції ( , )f x y : а – ( , ), 0 1kf x y y≤ ≤  ; б – ( , ), 0 1jf x y x≤ ≤ . 
 
Введемо позначення:  
0 0
1, ,1, ,( ) 1, ;     ( ) 1, ;





h x k H y j
x X y Y
∈∈ 
= = = = ∉ ∉ 
ℓ ℓ  
[ ]1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2, , ,k k k j j jX x x Y y y− + − + = =   ;  
/ 2kx k= ∆ − ∆ ,  / 2jy j= ∆ − ∆ ,  , 1,k j = ℓ , 1/∆ = ℓ . 
Розглянемо оператор-інтерлінант: 
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( , )Jf x y dxdyΦ = ∫ ∫ .                                                                      (2) 
Підставимо у ці формули вираз для оператора-інтерлінанта ( , )Jf x y  та отримаємо явний вигляд відповід-
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Розглянемо ( )2,11 ,Н M M  − клас дійсних функцій, визначених на [ ]20,1G =  і таких, що частинні похідні по 
змінній x  та y  обмежені, тобто ( ) ( ) ( ) 1,0 0,1 1,1( , ) ,  ( , ) ,  ( , )f x y M f x y M f x y M≤ ≤ ≤ . 
 
Теорема 1. Нехай ( )2,1( , ) ,rf x y Н M M∈  та функція задана 2N = ℓ  слідами на системі взаємно перпенди-
кулярних прямих ( ), , 1,kf x y k = ℓ , ( ), , 1,jf x y j = ℓ  в області [ ]20,1G = . Для кубатурної формули 21Φ  справед-
лива наступна оцінка: 
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( )2 21 1,Iρ Φ = ( )  1 1 2 2
0 0
( , ) ( , )
16 4
M Mf x y Jf x y dxdy
N
− ≤ =∫ ∫
ℓ
. 
Доведення. Використавши представлення залишку  




f x y Jf x y f d dξ η ξ η− = ∫ ∫  
наближення ( , )f x y  оператором інтерлінантом через ( )1,1 ( , )f x y , маємо 
( )2 21 1,Iρ Φ = ( )1 1
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Теорема 1 доведена. 
Нехай 21 2m m= = ℓ  та 
4N = ℓ . Введемо позначення: 
[ ]1/ 2 1.2 1/ 2 1/ 2, , , ,k k к j j jX x x Y y y− + − + = =     1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2, , ,j j jk k kX x x Y y y− +− +   = =   ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ; 
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, , , 1, ,
2 2k j
x k y j k j∆ ∆= ∆ − = ∆ − = ∆ =ℓ
ℓ
; 21 11 1 1 2
1
, , , 1, ,
2 2jk
x k y j k j∆ ∆= ∆ − = ∆ − = ∆ =ɶ ɶɶ ɶɶ ɶɶ ɶ ℓ
ℓ
. 
Розглянемо оператор-інтерполянт, побудований на основі сплайн-інтерлінанта ( ),Jf x y : 
( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
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( , )Jf x y dxdyΦ = ∫ ∫ ɶ .                                                                        (3) 
Підставимо у цю формулу вираз для оператора-інтерполянта ( , )Jf x yɶ  та отримаємо кубатурну формулу: 

1 1 1 1 1 1
2 22 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
2
1
1 1 1 1 11
( , ) ( , ) ( , )
k j k j k j
k j k j k j
x y x y x y
k j k jj k
k j j k jkx y x y x y
f x y dx dy f x y dx dy f x y dx dy
+ + + + + +
− − − − − −
= = = = ==








ɶ ɶ ; 
1
, , , 1, ,
2 2k j
x k y j k j∆ ∆= ∆ − = ∆ − = ∆ =ℓ
ℓ
; 21 11 1 1 2
1
, , , 1, ,
2 2jk




Теорема 2. Нехай ( )2,11( , ) ,f x y Н M M∈  та значення ( ),kj k jf f x y= , 1 21, , 1,k m j m= = , задані не більше, 
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ніж в 1 2N m m= , 
2
1 2m m= = ℓ , 
4N = ℓ  фіксованих вузлових точках ( ),k jx y G∈ . Для кубатурної формули 






 кубатурна формула  ( )21 ,m nΦ  використовує не ( ) ( )4O O N=ℓ  значень функції як класична, а 
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ɶ ɶɶ , 
тоді для оператора-інтерлінанта ( ),Jf x y  та оператора-інтерполянта  ( ),J f x y , побудованого на основі ( ),Jf x y , 
справедливі тотожності ( )( )1 2 1 2Jf J J J J f= + −  та   ( )( )2 11 2 1 2J f J J J J J J f= + − . 
Знайдемо оцінку ( )22 11 ,Iρ Φ : 
( )22 11 ,Iρ Φ = ( )1 1
0 0
( , ) ( , )f x y J f x y− ≤∫ ∫ ( )
1 1
0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y Jf x y J f x y dxdy− + − ≤∫ ∫  

1 1 1 1
0 0 0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy Jf x y J f x y dxdy≤ − + −∫ ∫ ∫ ∫ . 
Отже, ( )22 11 ,Iρ Φ ( )2 21 1,Iρ≤ Φ + ( )22 11 ,ρ Φ Φ . З теореми 1 маємо: ( ) 2 21 1 2, 16MIρ Φ ≤ ℓ , а 
( )22 11 ,ρ Φ Φ 1 1
0 0
( , ) ( , )Jf x y J f x y dxdy≤ − =∫ ∫  
( )  ( )1 1 2 11 2 1 2 1 2 1 2
0 0
J J J J f J J J J J J f dxdy= + − − + − ≤∫ ∫  
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2 2 21 1 1
2
1 1
4 4 2 2 2 2
MM M M M M
∆ ∆ ∆ ∆≤ ∆ + ∆ = = ∆ = =ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ
. 
Таким чином, ( )22 11 21, 2Mρ Φ Φ ≤ ℓ  і  
( )22 11 ,Iρ Φ ( )2 21 1,Iρ≤ Φ + ( )22 11 ,ρ Φ Φ 216M≤ ℓ  2 21 1 2 116 2 162 M M M MM N  ++ = + =   ℓ ℓ . 
Підрахуємо кількість значень функції, що використовується при побудові кубатурної формули 
2
1Φ , 
( ) 342 2 2 3 2 32Q O O N = ⋅ + ⋅ − = − = =  
 
ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ . Теорема 2 доведена. 
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На рис. 2 представлений загальний принцип побудови сітки вузлів, яка використовується в кубатурних фо-






Рис. 2 – Загальний вигляд сітки вузлів для кубатурних формул з використанням операторів інтерлінації: а – вузли сітки;  
б – значення функції у вузлах сітки. 
 
Розрахунковий експеримент. Наведемо результати тестування запропонованих кубатурних формул в сис-
темі комп’ютерної математики MathCad. 
Приклад 1. Нехай функція задана слідами ( ), , 1,kf x y k = ℓ , ( ), , 1,jf x y j = ℓ  на системі взаємно перпен-
дикулярних прямих , , , 1,
2 2k j
x k y j k j∆ ∆= ∆ − = ∆ − = ℓ , 1∆ =
ℓ
, в області [ ]20,1G = . Для обчислення 21I  роз-
глянемо кубатурну формулу 21Φ . На класі ( )2,11 ,Н M M  для функції ( ) ( ) ( )( )1, s 2 2 s 2 22f x y co x y co x y= − − +  
справедливі наступні чисельні результати наближеного обчислення за кубатурною формулою 21Φ  (табл. 1). 
 










1 1E I= − Φ  21/16ε = ℓ  
4 0.501312762205496 0.50136796566562 0.000055203460124 0.00391 
6 0.501357149641647 0.50136796566562 0.000010816023973 0.00174 
10 0.501366569721889 0.50136796566562 0.00000139594373 0.00063 
15 0.501367690281103 0.50136796566562 0.000000275384517 0.00028 
20 0.501367878571774 0.50136796566562 0.000000087093845 0.00016 
25 0.501367929999473 0.50136796566562 0.000000035666147 0.0001 
 
Приклад 2. 
Для функції ( ), sin( )f x y x y= + , для якої 1, 1M M= =ɶ , покажемо, що: 
1. 2 21 1 2 2 2 2
1 1 1 9 1
16 2 16 2 16
M M M MI ε
 
 





ℓ ℓ ℓ ℓ
; 
2. 2 21 1I − Φɶ
2 2 2 2
1 1 1 1 1 2I ε ε ε≤ − Φ + Φ − Φ = + =ɶ ɶ . 
Точні значення інтегралів 21 0.773644542790111I =  (табл. 2, 3). 
 








1 1I − Φɶ  ε  
10 0.773650858142159 0.000006315352048 0.018 
20 0.773644937376223 0.000000394586111 0.045 
30 0.773644620728563 0.000000077938452 0.002 
 
ISSN 2222-0631 (print)  
Вісник Національного технічного університету «ХПІ».Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 237 
Таблиця 3 – Похибки обчислення 21I  за формулою 
2
1Φ  та 
2






1 1 1Iε = − Φ  
2 2
2 1 1ε = Φ − Φɶ  1 2ε ε ε= +ɶ  
10 0.000006315352048 0.000006449743718 0.000006584135388 
20 0.000000008395805 0.000000402981916 0.000000411377721 
30 0.000000001658296 0.000000079596748 0.000000081255044 
 
Приклад 3. Метою чисельного експерименту є порівняння формули  21Φ  з формулою:  

1 1











k j x y




Φ =∑∑ ∫ ∫
ℓ ℓ
                                                                     (4) 
за такими параметрами, як кількість використаних значень Q  та Q  функції ( , )f x y  для досягнення заданої точ-
ності. Кубатурна формула 
2
1Φ  використовує в своїй побудові 2 2 2 3 22Q = ⋅ + ⋅ − = −ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ  значень функції. 
Для досягнення такої ж точності за допомогою класичної формули 
2
1Φ  необхідно використати  4Q = ℓ  (табл. 4). 
 
Таблиця 4 – Похибки обчислення 21I  за формулою 
2




ℓ  1ε  3 22Q = −ℓ ℓ  2ε   4Q = ℓ  
10 66.31 10−⋅  1900 66.44 10−⋅  10000 
20 73.94 10−⋅  15600 74.02 10−⋅  160000 
30 87.79 10−⋅  53100 87.95 10−⋅  810000 
 
Перспективи подальших досліджень. В статті розглядаються кубатурні формули обчислення подвійних 
інтегралів з використанням інтерлінації у випадку, коли інформація про функцію задана її слідами на лініях, її 
значеннями в точках. Отримано оцінки похибки наближення кубатурних формул на класі диференційовних фу-
нкцій. Аналогічні результати можна отримати для наближеного обчислення інтегралів від функцій трьох змін-
них у випадку, коли інформація про функцію задається її слідами на площинах, її слідами на лініях, значеннями 
функції в точках на різних класах функцій. 
 
Висновки. На класі диференційовних функцій отримано оцінки похибки наближеного обчислення інтегра-
лів від функцій двох змінних у випадку, коли інформація задавалась її слідами на лініях, значеннями функції в 
точках. Кубатурні формули використовують оператор-інтерлінант та оператор-інтерполянт, побудований на ос-
нові оператора-інтерлінанта з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих сплайнів. Основною перевагою 
запропонованих кубатурних формул є висока точність обчислення та використання меншої кількості значень 
функції порівняно з класичною формулою. Проведений розрахунковий експеримент в системі комп’ютерної ма-
тематики MathCad підтверджує теоретичні результати. 
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Ф. В. НОВИКОВ, В. И. ПОЛЯНСКИЙ 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ  
МЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ 
Предложен теоретический подход к расчету параметров механической обработки с позиции закона сохранения энергии. Показана опреде-
ляющая роль условного напряжения резания в формировании параметров силовой напряженности процесса резания. Расчетно-
экспериментальным путем установлено, что условное напряжение резания при лезвийной обработке до 10 раз и более превышает предел 
прочности на сжатие обрабатываемого материала. Это связано с тем, что основную часть энергетического баланса процесса составляет 
энергия трения инструмента с обрабатываемым материалом. В связи с этим произведена оценка долей энергий "чистого" резания и трения в 
общей энергоемкости процесса механической обработки. Показано, что условный угол сдвига обрабатываемого материала вполне одно-
значно определяется отношением предела прочности на сжатие обрабатываемого материала и условного напряжения резания. 
Ключевые слова: сила резания, условное напряжение резания, энергоемкость, сдвиг материала, точение, инструмент, трение. 
Ф. В. НОВІКОВ, В. І. ПОЛЯНСЬКИЙ 
АНАЛІТИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПАРАМЕТРІВ  
МЕХАНІЧНОЇ ОБРОБКИ 
Запропоновано теоретичний підхід до розрахунку параметрів механічної обробки з позиції закону збереження енергії. Показано визначальну 
роль умовного напруження різання у формуванні параметрів силової напруженості процесу різання. Розрахунково-експериментальним шля-
хом встановлено, що умовне напруження різання при лезовій обробці до 10 разів і більше перевищує межу міцності на стиск оброблюваного 
матеріалу. Це повʼязано з тим, що основна частина енергетичного балансу процесу є енергія тертя інструменту з оброблюваним матеріалом. 
У звʼязку з цим проведено оцінювання часток енергій "чистого" різання і тертя в загальній енергоємності процесу механічної обробки. По-
казано, що умовний кут зсуву оброблюваного матеріалу цілком однозначно визначається відношенням межі міцності на стиск оброблювано-
го матеріалу і умовного напруження різання. 
Ключові слова: сила різання, умовне напруження різання, енергоємність, зсув матеріалу, точіння, інструмент, тертя. 
F. V. NOVIKOV, V. I. POLYANSKY 
ANALYTIC DETERMINATION OF TECHNOLOGICAL PARAMETERS OF  
MECHANICAL PROCESSING 
A theoretical approach to the calculation of the parameters of mechanical processing from the standpoint of the law of energy conservation is pro-
posed. The decisive role of the conditional cutting stress in the formation of the parameters of the power intensity of the cutting process is shown. By 
calculation and experimentally it is established that the conditional cutting voltage during blade processing is up to 10 times or higher than the com-
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